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ВЗАИМНЫЯ ТОЧКИ ТРЕУГОЛЬНИКА. 


(ОтвЪть на тему, предложенную въ „ВЪсти. Оп. Физ. и Эл. Мат.“ 
№ 53, етр. 86*). 


Взаимныя точки треугольника, по замфчанио прое. Ермакова, . 
представляютъ большой интересъ, какъ Фокусы коническихъ сЪчевй, 
вписанныхъ въ треугольникъ. Не касаясь пока кривыхъ, выходящихъ 
до сихъ поръ изъ области элементарной геометри, мы раземотримъ 
здВсь замЪчательныя свойства этихъ точекъ, указанныя авторомъ темы; 
при этомъ позволимъ себЪ отступить отъ плана изложен1я, намфченнаго 
уважаемымъ прохессоромъ, ‘въ видахъ достижен1я наибольшей (по на- 
шему мнЪнИо) простоты въ доказательствахъ. 


1. Опредвлене взаимныхъ точекъ треугольника можетъ быть осно- 
вано на слфдующей теоремЪ,. почти не требующей доказательства. 

Теорема Г. сли изь какой нибудь точки Е, находящейся вь 
плоскости треуюльника АВС, опустить перпендикуляры на ею стороны 
и чрезь всновамя иль А’, В’, С' провести окружность, которая пересъ- 
четь стороны треуюльника еще вь точкаль А", В", 0", то перптендику- 
ляры, возставленные вь этихь точкать кь сторонамь треуюльника АВС, 
переськутся в» одной точкь (‹иг. 38, 34 и 35). 

Предположимъ, что обзначен1я сдЪланы такъ, что каждая пара то- 
чекъ: А’и А", В'и В", С’и С" находится на одной сторонЪ треуголь- 
ника АВС. Если перпендикуляры въ точкахъ А" и В" пересЪкаются въ 
точкв Е’, то средина прямой ЕЕ’ есть центръ О окружности, проходя- 
щей черезъ точки А’. В’, С’, А", В", С", потому что центръ этойс“ок- 
ружноети долженъ находиться въ точкЬ `переевченя перпендикуляровъ 
къ хордамь А’А” и В’В" въ ихъ срединахъ; перпендикуляря-жб эти 
проходятъ черезъ средину прямой ЕЕ’. Точно также, если бы  перпен- 
дикуляры въ В" и С" пересвкались въ н®которой другой. дочкь Вито 
средина прямой ЕЕ" была бы другимъ центромъ той-же\  ружности, что 
невозможно; слфдовательно, перпендикуляръ въ С”. ‚прох дитъ черезъ 
точку Е', что и выражено теоремой Т. 557$ 

2. Изъ доказаннаго елфдуетъ, что по донной Че Е’ точка Е на- 
ходитея совершенно такъ-же, какъ найдена точка Е”по данной точк® Е; 








м) Отвфть А. И. Ё ‘рузиниева на ту-же тему быль помфщень въ №№ 85 и 86 
„ВЪстника“ (см. УШ сем. стр. 8 и 29). \ 


‚ 142 


велЪдетье этого 0бЪ эти точки должны имЪть обпия ствойетва по отно- 
шен1ю къ треугольнику АВС, что и служитъ основашемъ тому, что очки 
Ки Е' названы взаимными точками треуюльника АВС. 


Фиг. 33. 


Фиг. 35. 

















Въ дальнзйшихъ разсужденляхъ условимся называть: треугольникъ 
АВС—основнымь эпреуюльникомь; треугольники А’В’С', А”В"С" — взаимными 
треуюльниками; стороны ихъ, заключенныя въ одномъ угл осно 
треугольника, —соотвътетвенными вершинь этого угла и сх0дств ми 
относительно другъ-друга; окружность, описанную около взаимныхв тре- 
угольниковъ, — окружностью взаимности, и центръ ея—ицентрдм»” взаим- 


ности. © 

3. Изъ теоремы Т, опредвляющей взаимныя почв. блуеть что 
если одна изь взаимныхь точекь совпадаеть съ центромь окружности, 
внутри или внивписанной въ основной треуюльникь, зпо->`‘и друая совпа- 
даеть сь этимь центромь; ибо въ этомъ случа “точки А№и А", В'и 
В", С'и С" попарно сливаются въ одну. 

Доказательство той-же теоремы обнаруживаетъ, что взаимныя точки 
симметричны относительно центра взаимности. 
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4. Обратимся къ разсмотрзн1ю положен!я взаимныхъ точекъ отно- 
сительно основного треугольника. При разеужденяхъ по этому вопросу 
мы будемъ опираться па слёдующй принципъ: 

Дзаметрь, переспкающий хорду, пересъкается перпендикулярами, 
возставленными вь концахь ея, внь круа, и обратно, если пертендику- 
ляры, возставленные въ концажь хорды, переськають Фаметрь внъ вру, 
по аметрь пересюкаеть хорду. 

5. Теорема П. Прямая, соединяющая взаимныя точки трелольника, 
либо переськаеть всь три стороны этою треуюльника, либо не пересъ- 
каеть ни одной изь нить. 

Предположимъ, что прямая ЕЕ’ пересъкаетъ сторону ВС основного 
треугольника, на которой лежитъ хорда А’А"; изъ опредъленн точекъ 
Е и Е’ сльдуеть, что прямая ЕЕ’ можеть пересёчь сторону ВС только 
между точками А’и А", такъ что, въ нашемъ предположении, дламетръ 
окружности взаимности, на которомъ лежать точки Е н Е’ пересЪкаетъ 
хорду А’А", а потому, на основанш нашего принципа (4), точки Ки 
Е' лежать вн окружности взаимности. Изъ того-же принципа легко 
вывести, что если прямая ЕЁЕ' не пересЪкаеть напр. сторону АВ, то 
точки Е и Е' находятся внутри окружности взаимности. Такимъ обра- 
зомъ, предположеше, что прямая ЕЕ’ пересфкаетъ одну сторону треуголь- 
ника АВС и не пересзкаетъ другой, приводить къ противор$чивымъ 
заключешямъ и, слфдовательно, невозможно, что и обнаруживаеть спра- 
ведливость теоремы. 

6. Изъ этой теоремы елфдуетъ, что если одна изь взаимныхь точекь 
лежить внутри основною треуюльника, то и друая лежить внутри ею 
и наобороть; ибо въ противномъ случаз прямая ихъ соединяющая, пе- 
ресзкала бы одну, либо дв изъ сторонъ основного треугольника (хиг. 33). 


7. Теорема Ш. Бзаимныя точки треуюльника не мощуть лежать 
объ въ одномь вертикальномь уыть ею (Фиг. 34). 

Возьмемъ точку Е въ вертикальномъ углу А основного треуголь- 
ника. Построивъ точки А’, В’, С’, легко видвть, что четыреугольники 
ЕВ’А’С и ЕВ'АС’ могутъ быть вписанными, а потому 


Г ЕА'В'-/ ВСВ’ и /ЕАВ’-/ ЕС’. 


Но гдз-бы точка Е ни была взята въ вертикальномъ угл А, уголъ 
КАВ’ всегда внзиий для треугольника КАС, а потому /ВАВ’>/ ЕСА 
т.е. >/ ЕСВ', а велдетые предыдущихъ равенствъ и / ЕС'В'’> ДЕ 
отсюда слъдуеть, что окружность взаимности (описанная окол о ре- 
угольника А’В’С’) пересёчеть прямую ЕА’ между точками Е и 4 ут. е. 
точка Е, а, слВдовательно, и Е', какъ взаимныя ей (3) оЗата быть 
вн окружности взаимности; отсюда на основами принят (0 принципа 
(4) и предыдущей теоремы (11) легко видьть, что въ "ашомь случа 
прямая ЕЕ’ пересвкаеть вс три стороны оеновного_отреугольника, а 
потому точка Е' не можеть находиться въ окном та сь Е, что и 
слЪдовало доказать. 5 

На основании послфднихъ двухъ теоремъ (Ги ПП) заключаемъ, 
что если одна изь взаимныхь точекь лежить внъ основною треуюльника 
в вертикальномь умьъ ею, то друая находится во внутреннемь ул 
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преуюльника, вертикальномь съ первымь, также внь треуюльника; ибо 
вь противномъ случаЪ является противорЪе одной изъ послднихъ 
теоремъ. 

9. Теорема Т\У. Если одна изь взаимныль точекь находится на 
окружности, описанной около основною треуюльника, то друшя безко- 
ненно удалена. 

Дъйствительно, если точка Е взята на окружности, описанной 
около треугольника АВС, то, по извзстной теорем, основанля перпен. 
дикуляровъ, опущенныхъ изъ этой точки на стороны треугольника, ле- 
жать на одной прямой—прямой Симпсона; слЪфдовательно, въ этомъ 
случа какъ треугольникъ А’В’С’, такъ и описанная около него окруж- 
ность взаимностн, обращаются въ прямую, а потому центръ этой 
окружности безконечно удаленъ; волдств1е-же симметричности (3) точекъ 
Е и Е’ относительно этого центра и точка Е’ должна быть безконечно 
удалена. 

10. Положимъ, что точка Е задана вн треугольника АВС, но 
внутри описаннаго около него круга (хиг. 36). Опустивъ изъ точки Е 

о перпендикуляры на стороны ос- 
цовного треугольника и продол- 
живь перпендикуляръ ЕС’ до пе- 

В ресБчензя съ описанной окруж: 
0 СЯ ностью въ точкВ Е, поетроимъ 
с ч | для этой точки прямую Симпсо- 
х на А, С’В,. Легко видЪть, что 
точки А’ и В’ должны находиться 
ближе къ вершин С, ч5мъ точки 
Аи Виз ольдовательно, уголь 
А’С'В! обращенъ отверзллемъ къ 
вершин С, а потому центръ О 
окружности взаимности, какъ опи- 
санной около треугольника А'С’В’ 
долженъ находитсья по ту-же сто- 
рону относительно прямой АВ, 
какъ и вершина С; но въ та- 
комъ случав прямая ЕО, а сл- 
довательно и прямая ЕЕ’ пере- 
сЪкала-бы сторону АВ; отсюда, на основанш теоремы П, заключаемъ, 
что точка Е’ должна находиться въ угл вертикальномъ углу С, в 
торомъ взята точка Е. 

Если-бы точка Е была задана вн описаннаго круга, 10 также 
легко убъЪдились-бы, что точка Е’ должна находиться въ озжомть угль 
съ Е. Итакъ, если одна изь взаимныль точекь дается внь основною тре- 








юльника, то друщя находится также внъ этою тре ка, 4ибо вь 
одномь умль съ первой, либо вь уымь вертикальномь, смотря ому, дана-ли 
первая точка внъ круа, описанналю около и реуюльника, или 
внутри ею. АСУ 


АК 

11. Изъ сказаннаго слБдуетъ, что взаимныя УЖочки могутъь имЪть 
только три существенно различныхъ расположен1я относительно основ- 
ного треугольника; веЪ эти три возможныхъ случая изображены на Фи- 


ве 


гурахъ (33, 34, 35). Сльдуюпия разсужденя, какъ замфтитъ читатель, 
будуть одновременно примнимы ко воЪмъ этимъ хигурамъ, а потому 
свойства взаимныхъ точекъ, которыя обнаружатся, должно считать 
общими, не зявисящими отъ расположен1я точекъ относительно основного 
треугольника. 

12. Теорема \. Сходетвенныа стороны взаимныхь треуюльниковь 
равнонаклонны кь сторонамь соотвътетвеннаю имь ума основною тре- 
уюльника. 

Докажемъ это, напр., относительно ‘угла С. По теоремз углы 
СА’В’ и СВ”А" должны быть равны. ДЪйствительно, по свойству с8ку- 
щихЪъ, имфемъ 


СА'.СА"—=©В’.СВ" 
ИЛИ 
А 8. 
СВ" ра СА" я 


слфдовательно, треугольники А’СВ’ и В"СА" подобвы, а потому углы 
ихъ СА’В’ и СВ"А", какъ противолежащае пропорщональнымъ сторонамъ 
СВ’ и СА" раввы. 

18. Теорема УТ. Прямыя, соединяюция взаимныя точки вь верши- 
ной основною треуюльника, равнонаклонны кь сторонамь уфла при этой 
вершин и перпендикулярны къ сторонамь взаимныхь треуюльниковь, 
соотвьтственным» той-же вершиичь. 

Соединимъ точки Е и Е’ напр. съ вершиной С. Такъ какъ углы 
СА’ и СВ’Е прямые, то около четыреугольника СА’ЕВ’ можно описать 
окружность и углы ЕСА’ и ЕВ’А' можно разсматривать какъ вписан- 
ные, опирающиеся на общую дугу; поэтому 


/ ЕСА'=/ ЕВ’А', 
точно также изъ четыреугольника СА"Е"’В" найдемъ, что 
УЕ’СВ" = 2 ВМАРВЬ; 


но, основываясь на теоремв \, легко видЪть, что 


ДЕВ'А'=И В" А"В*; У 
слъдовательно У 7 
е,@ 5 \ 
ЕСА СВ, © 








т. е. прямыя ЕС и Е’С равнонаклонны къ сторонамъ у © 
Изъ равенетвъ \ 


д зе 
Г ЕВА РАВ" и рввАНедВЕХ 
слЪдуетъ, что 


ДВА"В"—/ ЕСА’ 
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но Е’А" 1 СА’, слфдовательно, А"В" | СЕ; что доказываетъ вторую часть 


теоремы. 
14. Теорема \П. Произведене перпендикуляровь, опущенныль изь 


взаимныль точекь на каждую сторону основною треуюльника, сохраняеть 
постоянную величину; т. е. 


КА'.Е'А"—ЕВ'.Е'В"=ЕС’.Е’С". ` 
Въ самомъ дл, изъ теоремы \, слвдуетъ, что 
ИВА КВА’ ‘и СВВАУВА НО 
поэтому треугольники КА’В’и Е’А"В" подобны, а потому 


КА’ ЕВ' 
ЕВА" 


ВА/. А’ ЕВЕ В". 


что и слдовало доказать. 

15. Слдуетъ замътить, что теоремы, обратныя доказаннымъ (У, 
УТ, УП), справедливы, т. е. что точки (Е, Е'), удовлетворяюпия своими 
свойствами одной изъ этихъ теоремъ, удовлетворяютъ теоремЪ Т, а по- 
тому суть взаимныя. Въ этомъ легко убЪдиться путемъ доказательства. 
отъ противнаго. Такимъ образомъ, доказанныя свойства взаимныхъ точекъ 
суть характеристическ!я и каждымъ изъ нихъ можно пользоваться для 
опредзлен1я этихъ точекъ. Этимъ замЪчавтемъ намъ придется восполь- 


зоваться. 
16. Пусть точка Е взята на сторон ВС; тогда ЕА'=0 и равенства 


НА ВАХ ВВЮВЕЕО! ЕС" 
возможны только Въ сл5дующихъ четырехъ случаяхъ: 
1) когда ЕВ’ —=0. Е\С” ==0) 
За! 50, Е’С"=0, 
3) „НВ -0 ©" 0) 
р о В©. 0. 
Первый случай невозможенъ, тавъ какъ услов!я С 
А\ 
\ 
РАО, РВ’, ЕСО. \> 
. о 
требуютъ, чтобы точка Е одновременно находилась На Фрехъ сторонахъ 
треугольника АВС. В У 
Во второмъ случаЪ услоыя Е’В"=0 и ЕС’ показываютъ, что 
точка Е' находится въ вершинЪ А треугольника АВС. Такимъ образомъ, 
если одна изь взаимныхь точек (Е) взята на сторонь (ВС) основною 





мт 


эпреуюльника, то друая (Е') находится в5 противоположной вершин 
(4) этою треуюльника. 
Въ третьемъ случа, условя 


ЕА’—0, ЕВ’—0, Е'С"=0 


выражаютьъ, что точка Е взята въ вершин С, а точка Е’ находится на 
сторонз АВ т. е. если одна изь взаимныхь точекь находится в5 вершинль 
основною треуюльника, то друая лежить на противоположной сторонъ 
этою треуюльника. Въ тому-же заключению приводить и 4-й случай. 

Сдъланные выводы могуть быть доказаны и независимо оть тео- 
ремы УП (Фиг. 37). 

17. Возьмемъ точку Е въ центр окружности, описанной около 
треугольника АВС (Фиг. 38). На основанш теоремы УТ и едвланнаго 


Фиг. 38. 


Фиг. 87. 


ый) 
(6 7А 87 ков 





3 у Е (А) ГА 








замъчан!я (15) точка Е” должна быть въ пересвчен!и перпендикуляровъ, опу- 
щенныхъ изъ вершинъ треугольника АВС на стороны треугольника А’В’С’; 
но А’, В', С' суть средины сторонъ треугольника АВС, а потому стороны 
треугольника А’В’С’ параллельны сторонамъ треугольника АВС; слБдо- 
вательно точка Е’ находится въ пересёченш высотъ треугольника АВС. 

Такъ какъ отношен!е подобля треугольниковъ АВС и А’В’С’ равно 
2, то радлтусъ окружности, описанной около перваго треугольника, вдвое 
болЪе рад1туса окружности, описанной около второго, т. е. 

ЕА—ЗОА'. 4 


АУ 


у а 
Проведя чрезъ А’ маметръ окружности взаимности, обозначимъ 
чрезъ К точку пересвчен!я его съ прямой АЕ’. Такъ какъ ©в=0Е" и 
АЕ’ || КА’, то треугольники ОКА’ и ОЕ’К равны, а потому 
‹\ —^ 


ок=ол,, 





<. < 
т. е. точка К лежитъ на окружности, описанной `около треугольника 
А’В’С’. Изъ равенствъ У 


ОЕ’, ЕЕ и ОК=ОА’=1/, АЕ 
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слфдуетъ, что Е'К-—!/,Е'А, т. е. что прямыя Е’А въ точкь К дБлится 
пополамъ. ` 

Итакъ, если одна изь взаимныхь точек» находится вь центръ окруж- 
ности, описанной около основною треуюльника, то друая совпадаеть съ 
точкой пересъчешщя высоть этозо треуюльника. Окружность взаимности, 
въ этомъ случаз, проходя чрезъ основанйя высотъ основного треуголь- 
ника и чрезъ средины его сторонъ, проходить еще чрезь средины пря- 
мыхъ, соединяющихъ пересвчен1е высоть съ вершинами треугольника; 
такая окружность носить назваше окружности девяти точекь; радзусь 
ея, какъ мы видфли, равень половинь радига круа отисаннало около 
преуюльника, а чентрь находится въ срединъ прямой, соединяющей центрь 
этого крую съ пересьченлемь высоть треуюльника*). Эти свойства окруж- 
ности девяти точекъ составляютъ содержан!е извЪстной теоремы Эйлера. 

18. Теорема \УПТ. Три точки, симметричныя одной изь взаимныхь 
точекь относительно сторонь основною треуюльника, лежать на окруж- 
ности, описанной изь друюй взаимной точки радуусомь вдвое большимь 
‘радбуса окружности взаимности (хиг. 38, 34, 35). 

Положимъ, что точка С, симметрична точкЪ Е’ относительно сто- 
роны АВ. Соединивъ С, съ Ки С" съ О и замбтивъ, что Е'С,=2Е'С" 
и ЕРЕ=2Е’О, заключаемъ, что, ОС" || С.Е и С,Е=20ОС", т. е. что раз- 
стояне одной изъ взаимныхъ точекъ (К) отъ точки симметричной дру- 
гой, равно удвоенному радлусу окружности взаимности, откуда и слЪ- 
дуетъ справедливость теоремы. 

19. Изъ этой теоремы сл5дуетъ, что прамыя, соединяюция одну 
изъ взапмныхъ точекъ съ точками симметричными другой относительно 
сторонъ основного треугольника, перес5каютъ эти стороны въ такихъ 
точкахъ [, М, №, что 


ЕЕ Е’ ЕМ-ЕЕ’М=ЕМ-ЕМ, 


гдЪ знакъ — имЪфетъ мЪсто, когда взаимныя точки находатся въ одномъ 


углв (иг. 33 и 35), а знакъ — когда онф находятся въ углахъ верти- 
кальныхъ (Фиг. 34). Дм. Ефремовь (Иваново-Вознесенскъ). 


НОВЫЙ СПОСОБЪ ИЗВЛЕЧЕНТЯ КОРНЕЙ 


какой угодно степени. — 
А 
\ 8 

( Окончане) **°. ее _ 


У 


© @У. 

9. Мы только что указывали на то, что выгодно брать За” исход- 
ныя значения трехъ множителей даннаго числа по а близкя 
между собою числа. Иллюстрируемъ на примзрЪ это 3: анте. Пусть 

м „о м 
требуется найти У 60. Мы можемъ разложить 60 за три множителя без- 
АЕ 
\> 














*) Точку пересЪчен1я высоть треугольника часто называють ортоцентромь, 
а треугольникъ, образованный соединенемъ ихъ основан, —ортюцентрическима. 
**) См. „ВЪетникъ“ № 114, стр. 112. 
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конечно различными способами. Ограничиваясь разложенями на цфлыя 
числа мы можемъ выбрать одно изъ слздующихъ 11 


1.1.60, 1.2.30, 1.3.20, 1.4.15, 1.5.12, 1.6.10, 2.2.15, 2.3.10, 9.5.6, 
3.4.5. 


И кромЪ того мы можемъ взять какое угодно разложене и на не 
цфлые множители, напр. 60—4.4.15/, ит. п., хотя, если мы хотимъ 
вычислять малое число приближен!й часто можетъ оказаться выгоднымь, 
для сокращен!я ариеметическихъ дЪйств!й, исходить изъ цзлыхъ чиселъ. 
Возьмемъ изъ разложен!й числа 60 на цфлые множители то, въ кото- 
ромъ множители наимензе отличаются одинъ отъ другого, а именно 
60—3.4.5, и для сравненая съ результатами вычиелен!я при такомъ раз- 
ложенши, возьмемъ ближайшую къ этой комбинацто 60—2.5.6, Итакъ 
положимъ во первыхъ 





@==9,\ 6—4 6—8. 


и во вторыхъ 


ЕН 


и будемъ искать въ обоихъ случаяхъ геометрическую среднюю изъ чи- 
селъ а, 6, с, по способу, который мы только что описали. Мы должны 
получить въ предъль 


3 
У 9-==3,9148676. 
Имвемъ поелвдовательно, въ первомъ случа 
а—4, фи, с; ,— 25936] „„==3,9148619, 


а во второмъ 


=, В =4, с.=],; 6,181] „—8,9152 


итакъ напр. 6, отличаетея въ первомъ случав отъ истиннато значен!я 
З 


\У 60 всего только на 0 ‚0000003, между тЪмъ какъ во второмъ случаЪ 
оно разнится отъ этого значеня еще на 0,0004. Юще большая разное 

получилась бы. если бы мы взяли какую нибудь другую изъ комб; 
ШИ цфлыхъ множителей, на которые разлагается число 60, такеолакь 
во везхьъ остальныхъ комбинащяхь различ!е между множите й еще 


больше. Напротивь мы бы еще ближе подошли къ иско корню, 
если бы исходили отъ комбинапли 60—4.4.15/.. х 
10. Примъчанме. Величины @, 6;, ©, можно вычиеди ть нъЪеколько 
иначе, чВмъ указано выше, вводя вмЪето ирак сель а, 6, с, 
попарно, квадраты ихъ. Въ самомъ ДВлЪ, если о 
а-Н-е=' 


а?--53--с?—3" 


тогда будетъ 


у 
3512—$ 
= 28 
о вов иель ии 
ВТ 


и точно также, если ввести обозначенте 
! 
ас, = 8, 
2 2 и 
а 


то будетъ 
а, = 1/51 
в й 
Зе В 
2 25, 
ео 6х ЗМ 
а НГ 
35,28," 5, 
ит. д. 


Примъчане 2. Если первоначальные множители взяты достаточно 
близко, то уже первое приближене даеть прекрасное. значен!е кубиче- 
скаго корня. Поэтому можно ечитать въ этомъ случаЪ парную среднюю 
приблизительным выраженемъ кубическаго корня изъ какого угодно 
числа, и мы можемъ написать приблизительно 


3 бееа-аб 
Уже 


З 
Напр. Пусть требуется найти \15. Онъ больше 2 и меньше 3. 
Возьмемъ напр. а=/,, 6==5/, (21/,) тогда будеть с='/, и Формула 
парной средней даетъ 


3 
У 15=2,466216, приблизительно, 


а должно быть 





2.466219. 


такъ что ошибка парной средней составляетъ всего .0; 

11. Принципъ, лежаший въ оеновЪ ры нами ©пособа 
нахождения корней, можно изложить въ нЪеколькоСболье общей Форм$, 
не измфняя его по существу. А именно, в того, чтобы брать 
среднйя величины, ариеметическую, гармоническую и ны промежуточ- 
ныя между этими, изъ множителей заданнаго числа, можно составлять 
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и иныя выражен!я, зависяпая отъ этихъ множителей, подчиняя ихъ 
только нвкоторымъ условйямъ. 

Пусть дано нзкоторое число №, изъ котораго требуется извлечь 
кубическ1й корень. (Для опредвленности рзчи мы разематриваемъ корень 
кубичесвй, хотя все, что будетъ сказано относительно этого случая, 
легко распространить на случай какого угодно корня, квадратнаго, чет- 
вертой степени и т. п.). Найдемъ три каюя нибудь числа а, 6, с, 
подчиненныя только тому услов!ю, чтобы произведене ихъ было равно 
данному числу №. Напр., какъ уже было указано выше, всзьмемъ два 
чиела совершенно произвольно, а третье опредвлимъ, какъ частное отъь 
дьлен1я заданнаго числа на произведене взятыхъ двухъ произвольныхъ 
чиселъ. 

12. Итакъ пусть 

афе—М№. 


Имвя эти три числа, составимъ изъ нихъ какимъ нибудь образомъ 
три новыв чиела а, 6., с,, подчиняя ихъ тому условно, чтобы произве- 
ден1е новыхъ чиселъь было опять равно данному числу, и кромЪ того, 


чтобы было 
м >> а>а, 6< с. 


Изъ этихь чисель, такимъ же точно образомъ, или по иному за- 
кону, удовлетворяющему однако тзмъ-же уеловямъ, составимъ новыя 
три чиела а,, 6,, ©,. Поступая такимъ-же образомъ дале, мы будемъ 
постепенно приближаться къ кубическому корню изъ М. Числа а:, будутъ 
представлять убываюций .рядъ, числа с. рядъ возрастающий, и если 
законъ составленля послЗдовательныхь группъ чиселъь подобранъ такъ, 
что разность а:—6:, постоянно убывая, стремится къ 0, а не къ какому 
либо иному числу, то, продолжая рядъ нашихъ дЪйствй достаточное 
число разъ, мы можемъ получить сколько угодно близкое значене иско- 
маго корня. Въ предл будетъ 


з 
@со==боо==воо= == УХ * 


Конечно ариеметическая и гармоническая средняя, а въ особен- 
ности первая, по сввему удобству, не оставляютъ желать ничего луч- 
шаго въ практическомъ отношенши, и, такъ какъ он удовлетворяють 
перечисленнымъ выше условямъ, то и нЪтъ основанмя отказываться 
отъ ИихъЪ приложенйя въ пользу какой нибудь иной Фхункщи. Рае 
эти двЪ средня выбраны, то при отыскави кубическаго корня _выборъ 
третьей хункщи уже не произволенъ, а вполнз опредЪляется ваборомъ 
первыхъ двухъ. Но когда мы переходимъ къ корнямъ высших» поряд- 
ковъ, гл кромЪ двухъ крайнихъ двухъ среднихъ имЪетс я (ботве одной 
промежуточной, мы можемъ выбирать одну или больше! ›Х Нисло проме- 
жуточныхъ ФункшЙ по произволу. 

13. Такъ напр. легко изъ предыдущато ат ‘елвдующее пра- 
вило для извлеченя корней пятой степени. о 

Возьмемъ пять какихъ нибудь чисель @, 6, с’ Аа, е, такихъ, чтобы 
было 











№==афбеае. 
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(Практически слдуетъ стараться, чтобы взатыя числа были какЪ 
можно боле близки къ равенству). 
Затвмъ составимь выраженя: 


ау а-ье-нано) 
ь, __@6-Ебе-реа-- де еа 
а--о-е--а-е 
я __ абе--феа-реде-- аеа-реаЪ 
{ аф-фе--са-Нае--еа 
__ абса-| беае-- саеа-| аеаб-реабс 
1 афе-- фса-сае- аеа-еаб 
в. бафсае 
Г афса--фсае--саеа-|- аеа--еабс ` 














Можно убЪдиться, что эти пять выражен1й удовлетворяютъ всёмъ 
перечисленнымъ выше условямъ, т. е. 


а. 6, с, 4 е, =абсае=М 
а >а её, >е 


ав а-е 


и притомъ разность а; —е:, еели составлять дальнзйпия выражен!я по- 
добнаго-же рода, стремится къ нулю. Составляя изъ найденныхъ пяти 
чисель 4, 6,, с,, @,, е,, новыя пять чисель @,, 6,, с,, 4,, е,, по такимъ-же 
Формуламъ, и продолжая такой-же рядъ дЪйств1й надъ всякою группою 
изъ пяти чисель, послздовательно получающихся изъ предыдущихъ, мы 
получимъ пять рядовъ чиселъ 


а, ВВ, 0......:6; б, Сао 


которыя вс стремятся къ корню пятой степени изъ даннаго числа. 
14. Но вместо написанныхъ выражен!й для @,, 6., с1, 4, е,, мы бы 
могли выбрать иныя. Оставляя безъ измзнен!я крайне члены ряда 4, 
е,, т. е. ариеметическую и гармоническую среднюю изъ пяти множите- 
лей заданнаго числа, мы можемъ взять напр. слфдующую совокупность 
чиселъ для составленя послЪдовательныхъ приближений. о 


_? 
а а-о-неа4+е). ‚© 
аф--ас -аа-{ ае-Н фе НБ { ве-Еса- се--ае С» хо 








к 2(а-о-е-Ра-+е) 
афе-афа--абе--ас: 1-расе-райе--®са Е ше 
Е аф--ас-раа- ае 6+ а 


2(афса- ъсае-|-саеа-- еа® 
— абе--а а- афе--аса-- асе аае-Е%са т Че сае 
в. бабеае 
а афса--Фсае--саеа--Чеаб--вабс . 
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Продолжая и здЪесь составлять послдовательно изъ всякой группы 
пяти полученныхъ чиселъ новыя пять чисель по тЪмъ-же хормуламъ, 
будемъ стремитьея къ предзлу, равному корню пятой степени изъ задан- 
наго числа. 

Мы могли бы также пользоваться поперемВнно, въ какомъ угодно 

порядк®, то одною, то другою группою изъ приведенныхъ только что 
ФОрмулъ, и все таки стремились бы къ тому-же предзлу. Наконецъ мы 
могли бы получать каждую елБдующую группу чисель по иной сово- 
купноети Фхормуль—и, если только вс эти хормулы удовлетворяють 
указаннымъ выше усломямъ, мы бы опять таки въ предл должны 
были получить искомый корень. 
у Наконецъь мы можемъ выбирать всЪ числа одной группы, кромЪ 
крайнихъ и одного промежуточнаго, совершенно произвольно въ проме- 
жуткЪ между крайними. Въ самомъ дЪль условя, которыя мы перечис- 
лили, относятся только къ крайнимъ числамъ, а отъ остальныхъ тре- 
буется только, чтобы произведене всвхъ чиселъ было равно заданному 
числу. Поэтому мы можемъ вычислять корень какой угодно 7-ой сте- 
пени изъ заданнаго чисиа № по слвдующему правилу. 

15. Возьмемь п чисель а, 6, с,......№ такихжь, чтобы было М==абса....й. 

Ооставимь аривметическую среднюю а, изь этижь чисель, и лармо- 
ническую среднюю 14 изь нить-же. Залпъмь возьмемь еще п—3 какиль 
уюдно чисель вь промежутикь между а, и 1. Наконець найдемь еще ча- 
стное оть дъленмя даннало числа на произведене всъжь взятыхь чисель. 
Такимь образомь мы получимь т новыль чисель в, 6., с1,....№. Повту- 
пая с нимы такз-же точно какь съ начальными, и продолэвая тлъ-же 
дъйствзя послъдовательно достоипочно большое число разь, мы получимь 
с» какой уюдно степеныо точности искомый коронь п-ой степени изь дан- 
найо. числа. Всъ числа а, 6, с:,....№: будуть стремиться к предълу рав- 
ному этому корню. 

16. Въ томъ случаЪ, когда требуется вычислить квадратный корень, 
мы имзелъ только дв средния—ариеметическую и гармоническую, и 
намъ не нужно никакихъ промежуточныхъ чиселъ. При вычислении ку- 
бическато корня, кромЪ крайнихъ двухъ чиселъ, мы имЪемъ еще одно 
промежуточное. Оно вполнз опредфляется изъ первыхъ двухъ, усло- 
в1емь №М=0:6:с:. Только начиная отъ корня четвертой степени мы мо- 
жемъ выбирать по произволу одно промежуточное число. въ корнЪ 
пятой степени мы уже можемъ взять по произволу два промежуточных 


числа ит. д. © 
< 
. оо 


14. Примърь. Вичислимъ напр. по а способу У 
За исходныя пять чиселъ возьмемъ 2, 1, 1, 1, 1. и. 


ан =9, 
5.2 
аааазаааазяаа азы 








или, приводя къ одному знаменателю, 


= 5 в/в 
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Теперь мы должны выбрать по произвозу два числа въ промежуткВ 
между этими крайними числами. Возьмемъ хотя бы 


м ЕН 
В.—е,= в 
Изъ нихъ находимъ 


а 54.50.52? воз] 
Ти тд мо 5408 * 
Вычиеляя ариеметическую и гармоническую среднюю изъ этихъ 
пяти чиселъ @,, 6,, с,, @,, е,, получимъ 


а Е 
91563 =1,14839 


е 
п средняя ариеметическая изъ а, и с, т. е. 1.14818 уже даетъ искомый 
5 


корень съ точностью до 0,00003, ибо истинное значеме /2 есть 
1.14810. 

18. Геометрическая илмострая. Указанный нами способъ вычис- 
лен!я корней какой угодно степени изъ какихъ угодно чисель столь 
быстро приводить къ результатамъ чрезвычайно близкимъ къ искомому 
корню, что трудно представить на чертежЪ ходъ постепенныхъ прибли- 
женй. Для того, чтобы дать однако геометрическую иллюстрацио хотя 
нЪеколькихъ послздовательныхь приближевй, я выберу умышленно за 
начальные множители числа, значительно отличающаяся одно отт, другого, 
замедляя этимъ ходъ приближен, и тогда можно будетъ избаразить ихъ 
на чертежь. Для такого прим5ра беру опредзлене кубическаго корня’ 
изъ 15. Естественно было бы взять за множители, изъ которыхъ исходимъ 
при вычислени послздовательныхъ приближев1й, числа, заключенныя 
между 2 и 3. Но я умышленно возьму вмЪето этого 





а==5 $—8 В. 








Фиг. 33. 
2 Исходныя значенйя, 
1.0е приближене. 
ху 
о 
й ©” 
2-ое » © © 
&® 
^. ЗУ 
5 
3-е о 
На приложенномъ чертеж изображено постевени е съуживане 
предзловъ отъ исходныхъ значенй. Посл третья Иближен:я корень 


найденъ уже съ такою точностью, что нельзя изобразить отдЪльно трехъ 
множителей чиела 15, которые при этомъ получаются. 
Г А. Клейберь (Спб.) 
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ЗАДАЧИ. 


№ 197. На гипотенузв АС и на одномъ изъ катетовъ АВ прямо- 
угольнаго треугольника АВС построены квадраты СМ и ВМ, коихъ со- 
сздня вершины М и М соединены прямою МУ\=4. По данной дланЪ 
этой прямой 4 построить прям. треугольникъ, когда кром того еще даны: 

1) одинъ изъ катетовъ, АВ или ВС; 

2) гипотенуза АС; 

3) одинъ изъ острыхъ угловъ, / А или / С; 

4) длина перпендикуляра ВО=/, опущеннаго изъ вершины пря- 
мого угла на гипотенузу. Н. Николаевь (Пенза). 


м 

№ 198. Стороны квадрата АВСР касаются поверхности шара; если 
изъ вершинъ квадрата проведемъ прямыя, касательныя къ поверхности 
шара, такъ чтобы онЪ переськали центральную прямую ОМ, проходящую 
черезъ центръ шара О и центръ квадрата М,—то одна система каса- 
тельныхъ пересфчеть эту прямую въ нёкоторой точкз В и образуеть 
ребра пирамиды ЗАВСО, а другая пересзчетъ центр. прямую въ точкЪ 
8’ и образуеть ребра пирамиды 5’АВСО. По данной сторонЪ квадрата 
АВ—а и данному радлусу шара у требуется опредзлить высоты ЭМ и 
8’М обзихъ пирамидъ. Н. Николаевь (Пенза). 


№ 199. Даны дв окружности, касаюнияся извнЪ въ точкЪ А; общая 
касательная къ этимъ окружностямъ касается ихъ въ точкахъ В и С. 
Показать, что радлусъ окружности, проведенной черезъ точки А, Ви 
С, есть средняя пропоршональная между радлусами В их данныхъ 
окружностей. П. Свъшинчковь (Троицкъ). 


№ 200. Даны точка О и прамая ММ. На прямой взаты точки А, 

т . въ четномъ числЪ. Около треугольниковъ АОВ, ВОС, 

СОО...... описаны окружности. Показать, что произведене д1аметровъ 
четныхъ окружностей равно произведению дламетровъ нечетныхъ. 
П. Овъшиниковь (Троицкъ). 


№ 201. На длагоналяхь АС и ВО гармоническаго четыреугольника 
АВСП найти тая точки Е и Е, чтобы четыреугольникъ АВЕЕ быль 


ы У 
тоже гармоническимъ. И. Бискь (ев? 
«© 
№ 202. Доказать, что о 
о) 


Ца-Нутя=.атеЗть, 
* 56 
АСУ 
гдв Г, есть знакъ Неперовыхъ логариемовъ, а # еть УТ. 
Н. Троицкий (Тула). 
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РЪЬШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 16 (2-ой серм). Какая зависимость должна существовать между 
коэФоищентами двухъ данныхъ уравнен1й 


ал" НБх"- се=0 


д” хе, =0, 


чтобы они имфли обпий корень? 
Умножимъ уравнеше (1) на 4,, а (2) на а и вычтемъ второе изъ 
перваго, тогда 


дз @61— 6 
) 
а. — аб, 


Теперь умножимъ (1) на 6,, а (2) на $ и снова вычтемъ второе 
изъ перваго. Изъ полученнаго выражен!я имфемъ 


„6—6, 
.. — а — аб, ' 


Сльдовательно 


откуда искомое услове 
(а —а, с)" (66—66) а. 6—6, )"-". 


С. Еричевскй (Харьк.), Н. Волжовь (Сиб.). 


№ 20 (2-ой серш). 1) Построить прямоугольный треугольникъ, 
удовлетворяющий такому услов!ю, чтобы квадратъ, построенный на боль- 
шемъ катетз, былъ равновеликъ съ прямоугольникомъ, построеннымъ 
на гипотенузЪ и меньшемъ катетЪ. 

2) Выразить оба катета этого треугольника черезъ гипотенузу,_ 

3) Показать, что раздьливъ квадратъ, построенный на гипотей} 
въ крайнемъ и среднемъ отношен!и, найдемъ величины У оббихъ 
квадратовъ, построенныхъ на катетахъ. : 

4) Вычислить углы этого треугольника и найти завис 
тригонометрическими величинами каждаго изъ острыхъ угаовъ. 

5) Показать, что удвоенный больший  катетъ дае съ достаточ- 
нымъ приближешемъ длину полуокружности, построек а, гипотенуз%, 
какъ на д1аметр», и—точно также—удвоенный меньййй катетъ даетъ 
приближенную величину полуокружности, построенной на большемъ ка- 
тетф, какъ на д1аметръ. 

6) Показать, что квадратъ построенный на средне-пропорцональ- 
ной между гипотенузой и большимъ катетомъ, равенъ приблизительно 
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площади круга, построеннаго на гипотенузЪ какъ на д1аметр$, и—точно 
также — квадратъ, построенный на средне-пропорц1ональной между обоими 
катетами, равенъ приблизительно площади круга, построеннаго на боль- 
шемъ катетз какъ на д1аметрз. Соотвзтетвенно этому какъ найдется 
приблизительно квадратура круга, построеннаго на меньшемъ катетз? 

1) Прямую а примемъ за гипотенузу. РаздЪлимъ ее въ среднемъ и 
крайнемъ отношени; тогда больший отрззокь ея будетъ ‘представлять 
величину меньшаго катета. 

2) Если гипотенуза=а, 


то больший катетъ=@ и 





и меньший у’ = ь 





3) Изъ пропорщи 
92: 22—72: (92—27) 
находимъ 


УВ вадр. больш. кат. 


2 2 2 2 5 
у=4а--—1“==а то о меньш. кат. 


4) Одинъ изъ острыхъ В угловъ этого треугольника равенъ 38°10'18". 
Тангенсъ этого угла равенъ косинусу и, слдовательно, котангенсъ ра» 
венъ секансу. 


ТЕ в 
5) бов шв ИЕ лав, что прибл. = (—0,1854) 


отеюда: 


[22 


22—= р) 


пи ут (съ точн. до 0,01). 


А 
ы ^У 
6) Площадь квадрата, построеннаго на средне-пропорщоначьной 
между гипотенузой и большимъ катетомъ, равна Со 






а? 
ее а ^ 
—а=а?. 0,1861=1 . 3,1444 (до В 





И 
Площадь квадрата, построеннаго на средне-пропори 
катетами, равна 5 
у 


—0,4858ал, 


нальной между 


ИБ и. 
р) р] 





РЕху—а* 
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а площадь круга, построеннаго на большемъ катетЪ, равна 


Е п ИА, 4854а?. 


Высота этого треугольника (=а у И5—2) дБлитъ гипотенузу а 
въ крайнемъ и среднемъ отношен!и, а потому площадь круга, построен- 
наго на меньшемъ катетЪ у, какъ на даметрЪ, равна прибл. площади 
квадрата, построеннаго на средне-пропорцлональной между у и 1. 


А. П. и Н. Николаевь (Пенза), Е. Прилоровский (Клевъ). 


№ 39 (2-ой сир). На сторонахъ даннаго угла М взаты, въ про- 
извольномъ разстоян1и отъ вершины, два равные произвольные отр%зка 
АВ и СР. Черезъ точки М, С и В, а также черезъ точки М, А и) 
проведены окружности, вторая точка пересъчен1я которыхь есть №. 
Опредълить геометрическое мЪсто точки М. 
Въ Л-кахъ АМВ и СМО по усломю АВ=<СО, /МАВ= /СОМ 
(такъ какъ во вписанномъ четыреугольникё МОМА имъемъ 
/ МОМ / МАМ=180° 
и 
МАМ-Е /МАВ=180°) 
и 
/МВА= /ОСМ, 


слфдовательно ДЛ-ки равны. Изъ равенства Л-ковъ находимь АМ=МО 
и СМ= МВ. Далъе легко видЪть, что 


АСмм=/ ммВ. 


Значимъ геометрическимъ м$Ъстомъ точекъ пересъченя окружностей 
будетъ биссекоръ угла М. 


Н. Р. (Одесса). 


№ 189. Даны: основане треугольника по величин и положению 
и разность угловъ при основан1и; вершина треугольника должна лежать 
на данной прямой. Построить треугольникъ. 

Пусть АВ (Фиг. 34) данное основане искомаго треугольника. ММ— 
данная прямая, на которой должна лежаль третья вершина искомаго ‚др 
угольника. Положимъ, задана о эр»- 









ры шена и Л-къ АВС иво По 

М условю  /В— /А= о тд Й 
С означаетъ данную иво угловъ 

при основани. ге резъ С пря- 

мую, пороть В, получимъ: 





А : И АеН И АНД 


ИВем=/ ВИ 


_ 489 


гдЪ ц есть уголъ, составленный данными прямыми АВ и ММ. Изъ 
двухъ равенствъ находимъ: 


ДАСМ— / ВСК в / 8. 


Изъ этого заключаемъ, что искомая третья вершина /Л-ка есть 
нфкоторая точка на ММ, имъющая то свойство, что разность угловъ, 
составленныхъ еъ ММ прямыми, соединяющими эту точку съ А и В, 
равна или 2 /р-- (6, если предполагается, что /ХА>> ИВ, или же 
2/ в /60, если требуется, чтобы ХА быль больше угла В. Построить 
такую точку можно слвдующимъ образомъ. Соединивъь любую изъ дан- 
ныхъ точекь А или В съ точкою, симметричною съ другой данной 
точкой относительно прямой ММ, построимъ на любой изъ получен- 
ныхъ прямыхъь АВ’ или А’В дугу, вмъщающую уголъ 180°—2,—%6, 
въ случа /А>/ В, или же 180°—2»-|-0, когда требуется, чтобы 
ХА былъ меньше угла В. Эта дуга пересвчеть ММ въ искомой точкф.. 
Доказательство простое и совершенно обратное приведенному въ началЪ 
ръшеня. 


Р. Дроздов (Сиб.) и С. Блажко (Москва). 


№ 233. Построить равнобедренный треугольникъ такъ, чтобы 
основан!е его лежало на данной прямой, вершина на другой данной пря- 
мой, а двЪ друмя стороны, или ихъ продолженя, проходили черезъ двЪ 
данныя точки. 

Пусть М№— прямая (хиг. 35), на которой должно находиться оено- 
ван!е и Р@) прямая, на которой вершина искомаго равнобедреннаго тре- 
угольника; К и Г точки, чрезъ которыя должны проходить двЪ другая 
стороны. Очевидно, что вся задача 
сводится къ отысканйю вершины 
треугольника, лежащей на Р(), ибо 
прямыя, соединяюния ее съ К и Г, 
будучи продолжены до переевченя 
съ ММ, образуютъ искомый тре- 
угольникъ. Предположимъ, что за- 
дача рьшенаи А-къ АВС искомый. 
Тогда, по условпо, ииземъ /А== ХВ. 
Проводя черезъ С прямую парал- 
лельную ММ, замътимъ, что У 


Фиг. 35. 














/169=/ А/ о и /КСРЕ/ Во, У у 
откуда —_ 
2169— КОР о, © 
гдф © есть уголь, составленный двумя данными прими ММ и Ри 
сльдовательно извёстный. На томъ основанш, чт6`/` 506) — / КСР=2/ ® 


заключаемъ, что вершина искомаго Л-ка, лежащая на прямой Рб), есть 
точка, обладающая тфмъ’  свойствомъ, что разность угловъ, составляе- 
мыхъ съ Р@ прямыми, соединяющими эту точку съ точками К и Г, 
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равна удвоенному углу, составленному прямыми ММ и РО) *). Найдя ее, 
соединимъ съ К и Г; продолживъ же КС и ГС до переесбченя съ ММ 
въ точкахъ А и В, получимъ искомый равнобедренный Л-къ АВС. 


В. Соллертинскй (Гатчино), М. Л. (Архангельскъ) и (С. Бзажко (Москва). 
№ 522. На основанши АС треугольника АВС беремъ таную  точну 


О, что 
Ар: СО=АВ>2 ; ВС? 


т. е. проведемъ внутреннюю симедлану ВО) и прямую ВО продолжаемъ 

до пересъчен1я въ точкь Е съ окружностью, описанною около этого 

треугольника. Показать, что четыреугольникъ АВСЕ есть гармоничесьий.. 
Изъ подоб1я Л-ковь АШВ и ЕОС имъемь; 


АВ: ЕбАБОЮЮ,:. ›одоочи они 


а изъ подобныхь ДЛ-ковъ АРЕ и ВОС: 
ВС: АЕ Е. с о. м 


Дъля (1) на (2), находимъ 
АВ.АЕ : ВС.ЕС—=АО: ОС, 


но, по услов1ю 
АО: рС=АВ?: ВС?, 


слЪъдовательно 
АВ.АЕ: ВС. ЕС=АВ?; ВС?, 


откуда 
АЕ.ВСЬ—АВ.ЕС, 


т. е. четыреугольникь АВСЕ—гармоничесвий. < 


Ученики: Еевск. Г г. (6) И. Б., Курск. г. (7) В. Х., Ворон. к. к. вв В. 


и У. 
и 
г 


*) Какъ найти такую точку, см. предыдущее р5шене обама № 189. 


АЕ 
$ Редакторъ-Издатель ОЕ. Шначиневй. 


Дозволено цензурою. Юевъ, 9 Мая 1891 г. 
'Типо-литограф1:я Высочайше утвержд. Товарищества И. Н. Кушнеревъ и Ко, 


У 
< 5. у 


у 








